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O TEOREMA CHINÊS DOS RESTOS

FERNANDO FERREIRA

Sejam n e m números naturais diferentes de 1, coprimos entre si. Considere-se a seguinte função:

γ : Z{mnZ Ñ Z{mZˆ Z{nZ

rksmn  prksm, rksnq

Esta definição está bem feita pois os valores não dependem dos representantes tomados. Além
disso, a função é injetiva. Com efeito, se γprksmnq “ γprrsmnqq vem, simultaneamente, rksm “ rrsm
e rksn “ rrsn, i.e., m | pk ´ rq e n | pk ´ rq. Dado que m K n, tem-se mn | pk ´ rq e, portanto,
rksmn “ rrsmn. Visto que o conjunto de partida e o conjunto de chegada têm a mesma cardinalidade

(ambos têm a cardinalidade mn), a função γ é uma bijeção. É mesmo um isomorfismo de anéis,
como é fácil de verificar.

O facto de γ ser um isomorfismo de anéis é uma forma (algébrica) de formular o teorema chinês

dos restos. É, porém, comum formular o teorema da seguinte forma:

Teorema chinês dos restos. Sejam m e n números naturais diferentes de 1, com m K n. Dados
a, b P Z, existe x P Z tal que

x ” a pmod mq
x ” b pmod nq

Além disso, x é único módulo mn.

Demonstração. Dado que a função γ é sobrejetiva, existe x P Z tal que γprxsmnq “ prasm, rbsnq.
Logo, prxsm, rxsnq “ prasm, rbsnq. Isto que dizer que x ” a pmod mq e x ” b pmod nq, como se
queria. A parte da unicidade é deixada ao leitor. �

Dado que γ é um isomorfismo, a sua restrição ao grupo de unidades pZ{mnZq˚ é um isomorfismo

entre este grupo e o grupo das unidades do anel produto Z{mZˆZ{nZ. É muito fácil de ver que este
grupo de unidades é o grupo produto pZ{mZq˚ˆpZ{nZq˚. Assim, pZ{mnZq˚ e pZ{mZq˚ˆpZ{nZq˚
são grupos isomorfos e, em particular, têm a mesma cardinalidade. Tem-se, pois, a igualdade
ϕpmnq “ ϕpmqϕpnq, por definição da função de Euler (desde que m K n). Esta igualdade permite
obter uma fórmula elegante para ϕpnq:

ϕpnq “ n
ź

p|n
p primo

ˆ

1´
1

p

˙

Para deduzir esta fórmula, seja n “ pr11 ¨ p
r2
2 ¨ . . . ¨ p

rs
s a fatorização de n em primos distintos (com

todos os expoentes r1, r2, . . . , rs não nulos). Vem
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ϕpnq “ ϕppr11 ¨ p
r2
2 ¨ . . . ¨ p

rs
s q

“ ϕppr11 q ¨ ϕpp
r2
2 q ¨ . . . ¨ ϕpp

rs
s q

“ ppr11 ´ p
r1´1
1 q ¨ ppr22 ´ p

r2´1
2 q ¨ . . . ¨ pprss ´ p

rs´1
s q

“ pr11

ˆ

1´
1

p1

˙

¨ pr22

ˆ

1´
1

p2

˙

¨ . . . ¨ prss

ˆ

1´
1

ps

˙

“ n ¨

ˆ

1´
1

p1

˙

¨

ˆ

1´
1

p2

˙

¨ . . . ¨

ˆ

1´
1

ps

˙

“ n
ź

p|n
p primo

ˆ

1´
1

p

˙


